
Comparative Study of Dimensionality Reduction Techniques for Aerodynamic
Applications

Yu-Eop Kang
Aerospace Engineering

Seoul National University
08826, Seoul, Korea
kye72594@snu.ac.kr

Sunwoong Yang
Aerospace Engineering

Seoul National University
08826, Seoul, Korea
sunwoongy@gmail.com

Abstract

Dimensionality reduction method는 high-dimensional
data의 feature를 효과적으로 추출해주기 때문에 항공 분
야에서도 최적설계, 민감도 분석, 불확실성 정량화 등 다
양한 분야에 활용되고 있다. 특히, 최근에는 컴퓨터 비전
분야의 발전으로 인해 deep neural network 기반의 non-
linear dimensionality method 또한 많이 적용되기 시작하
고있다.그러나기존 linear based방법과 nonlinear based
방법을다양한상황에서비교분석하는연구는아직부족

한실정이다.본프로젝트는항공분야의 benchmark문제
중에서 transonic airfoil과 cylinder problem에 대하여 lin-
ear/nonlinear based dimensionality method의성능을다양
한 관점에서 비교분석하였다. 특히, dataset size와 latent
variable의 수를 parameter로 삼았다. 또한, 실제 applica-
tion에서사용되는상황을고려하여, dimensionality reduc-
tion method를 통해 추출된 feautre들과 유동 조건에 대한
regression model을만들고, regression error를분석하였다.

1. Introduction

Computational fluid dynamic (CFD)는 experimental
method에 비해 simulation cost가 상대적으로 저렴하고,
similarity와 같은 일반성 문제에서 자유롭다는 장점 때
문에 design optimization, sensitivity analysis, uncertainty
quantification에 많이 사용된다. CFD에 주로 활용되는

finite difference method (FDM), finite volume method
(FVM), finite element method (FEM)와같은수치해석방
법론들은해석공간을 discrete하게 fine grid으로나누는방
식을 이용한다. 일반적으로 fine grid의 개수는 10**6 8의
order를가지기때문에 CFD data는 high-dimensional vec-
tor의형태로표현된다.
High-dimensional data는 curse of dimensionality문제를야
기하기때문에,데이터분석이나예측모델학습을어렵게
하는요인이된다.기존CFD분야에서는이를해결하기위
해 proper orthogonal decomposition (POD) [15, 9, 3, 8], dy-
namic mode decomposition (DMD)[14]등의 linear dimen-

sionality reduction method를 사용하였다. 이러한 방법들
은수학적으로완결된형태를가지고, training data가적은
문제에서 stability를 지니며, 결과 해석이 쉽다는 장점 때
문에 CFD분야에서많이활용되어왔다.
한편, 최근에는 computer vision 분야의 성공에 영향을 받
아 CFD 분야에서도 neural network 기반의 autoencoder
(AE), convolutional autoencoder (CAE)[2]등 nonlinear di-
mensionality reduction method가적용되기시작하고있다.
Nonlinear dimensionality reduction method가가지는높은
model capacity는 distributed flow, transonic flow등 highly
nonlinear problem에서뛰어난성능을보인다는것이최근
연구들을통해밝혀지고있다 [6, 5, 11].
그러나 기존 linear dimensionality reduction 방법과 non-
linear dimensionality reduction방법을체계적으로비교한
연구는아직충분히진행되지않았다.특히, large training
set을확보하기어려운 aerodynamic application특성을고
려하였을 때, linear/nonlinear dimensionality reduction 방
법의 성능과 dataset size 간의 상관관계를 규명하는 것은
중요한 guideline이 될 수 있다. 본 프로젝트에서는 lin-
ear/nonlinear dimensionality reduction 방법들 중, 대표적
인두모델 POD, AE의성능을 dataset특성에따라비교할
것이다.

2. Related work
2.1. Linear dimensionality reduction

초기 aerodynamic 분야의 linear dimensionality reduc-
tion은 fluid flow의 coherent feature를 추출하여 fluid-
dynamic, transport 과정을 분석하는 것에 사용되었다. 대
표적인 연구로는 proper orthogonal decomposition (POD)
을 이용한 Sirovich et. al. 의 연구가 있다 [15]. Sirovich는
high-dimensional CFD data에서효율적으로 POD mode를
추출할 수 있는 method of snapshot을 이론적인 관점에서
제시하였다. 이 방법은 Holmes et al. [9], Dowell et al [3],
and Hall et al. [8] 등의 후속연구에서 실제 fluid dynamic
문제에다양하게적용되었다.
한편,특정문제상황에대해서 POD성능을개선시키고자
하는 연구도 진행되었다. Schmid [14]는 temporal dataset
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을 average sense로 접근하는 POD의 한계를 개선하기 위
해 dynamic mode decomposition (DMD)를 제시하였다.
이외에도 DMD에 optimization variables를추가하여일반
화시킨 optimal mode decomposition(OMD) [16], physical
constraint를부여한 constrained proper orthogonal decom-
position(CPOD) [17] 등 POD를 기반으로 한 다양한 방법
론들이존재한다.
앞서 제시된 linear dimensionality reduction 방법들은
mathematically clear하고,주어진 dataset에대하여 unique
optimal solution을 제시한다는 장점을 가진다. 그러나
dataset을 orthogonal basis의 linear combination만으로
표현해야한다는 제약 때문에, 다양한 feature를 가지는

highly-nonlinear problem에서는 성능이 떨어지는 한계를
가지는것으로알려져있다.

2.2. Nonlinear dimensionality reduction

대표적인 nonlinear dimensionality reduction method
로는 neural network 기반의 AE가 있다. AE는 high-
dimensional data를 latent space로 mapping하는 encoder와
latent space를다시 high-dimensional data로 reconstruct하
는 decoder로 이루어진다. 가장 간단한 형태의 AE는 en-
coder와 decoder가 fully connected layer로 이루어져있다.
각 layer의 activation function은 nonlinear feature를반영하
는역할을하고, activation function이없는 AE의경우에는
POD와유사한성질을보이는것으로알려져있다[1].
AE의 variation으로는 encoder와 decoder를 convolution
layer와 deconvolution layer로 구성하여 이미지 데이터에
적합하게변형한 convolutional AE (CAE) [2]가존재한다.
CFD 분야에서도2D structured grid flow field의 경우 im-
age data와 유사한 형태가 되는 점에서 착안하여 CAE를
적용한 연구들이 진행되었다 [6, 5, 11]. 이 외에도 varia-
tional autoencoder (VAE) 등 다양한 AE가 CFD 분야에서
적용되고있다[7].
이러한 AE 기반의 nonlinear dimensionality reduction
method는 linear based method에비해model capacity가커
서 nonlinear problem에 더 좋은 성능을 보이는 것으로 알
려져있다.그러나 dataset에쉽게 over-fitting되는경향을
가지기 때문에 dataset의 크기가 작은 경우 regularization
등을통해 over-fitting을방지하는노력이필요하다.

2.3. Dimensionality reduction combined with re-
gression model

Linear/nonlinear dimensionality reduction을 통해 high-
dimensional flow field data가 low-dimensional latent vari-
able 에 mapping되고 나면 이를 통해 flow structure나
transport process를 분석할 수 있다. 최근에는 dimension-
ality reduction method를 regression model과 결합하여 주
어진 input condition에서 high-dimensional flow field를예
측할 수 있는 reduced order modeling (ROM)에 대한 연
구 또한 활발하게 연구되고 있다 [13, 18, 4]. ROM은 di-
mension reduction을통해먼저 dataset을 latent variable로
mapping시키고, 이후 data를 generation한 input condition
과 latent variable의 관계를 regression model로 학습시키

는방식으로진행된다. Regression model로는전통적으로
Kriging (Gaussian process) [10]가 주로 활용되었지만 최
근에는 artificial neural network 또한 많이 활용되고 있다.
이렇게 만들어진 ROM은 sensitivity analysis, design opti-
mization등다양한 application에서활용되고있다.

3. Method

본 프로젝트는 다양한 linear/nonlinear dimensionality
중에서 POD와 AE의 성능을 유동장 문제에서 비교하는
것을 목적으로 한다.1 각 방법에 대한 자세한 수식과 설
명은 본 프로젝트의 scope을 벗어나므로 위의 reference
로 대체하기로 한다. 본 section에서는, CFD를 통한 data
preparation과정, generate된각 dataset의특성,그리고 di-
mensionality reduction method의성능평가척도대해주로
다루기로한다.

3.1. Data preparation

Data generation에는 structured grid 기반의 KFLOW
[12]를 이용하였다. Benchmark problem으로는 transonic
airfoil, unsteady cylinder problem두가지를선정하였으며,
각문제상황에대한자세한설명은다음과같다.

3.1.1 Transonic airfoil

Transonic airfoil은아음속영역과초음속영역이혼재되어
있는 flow field를가진다.유동이국소적으로음속을넘어
서면압력의 discontinuity를유발하는충격파가발생하게
되는데,이것은 dataset에매우큰 nonlinearity를만들어낸
다.
본 프로젝트에서는 dimensionality reduction method가
dataset이 가진 nonlinearity를 얼마나 효율적으로 re-
construction하는지 확인하기 위한 benchmark problem
으로 transonic airfoil problem을 선정하였다. Airfoil은
RAE2822를 사용하였으며, flight speed = 88.5 269 m/s,
angle of attack = 0.5 3 degree, flight altitude = 1,000
11,000 m 조건 범위에서 총 100개의 dataset을 generation
하였다. 해석 격자는 401 x 152 크기의 structured grid로
설정하였다.

3.1.2 Unsteady cylinder

저레이놀즈영역의 cylinder는물체후방에Karman vortex
라는 주기적인 unsteady 유동을 만들어낸다. 본 프로젝트
에서는 dataset의 sequence가 서로 highly-correlated 되어
있을 때, dimension reduction method의 성능을 확인하기
위하여 benchmark problem으로 unsteady cylinder problem
을 선정하였다. Ma=0.2, Re=200의 유동 조건에서 2주기
동안총 100개의 dataset을 generation하였다.해석격자는
201 x 89크기의 structure grid로설정하였다.

1본래 CAE, VAE, CVAE등다른방법에대해서도비교를진행할예
정이었지만, parameter tunning이 잘 이루어지지 않아 유의미한 결과를
도출하지못하였다.추후이에대한연구를진행할것이다.
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(a) Computational grid (structured) (b) Pressure field

Figure 1: Computational grid and pressure field of transonic airfoil; Shockwave attached on the airfoil surface can be observed

(a) Computational grid (structured) (b) Vorticity field

Figure 2: Computational grid and vorticitiy field of unsteady cylinder problem; oscillating vortex structure can be observed

3.2. Performance evaluation

각 모델에 대한 성능 평가는 train data와 test data를 나
누어 진행하였다. Train data로 AE와 POD를 학습시킨 뒤
에, test data가 원래 데이터로 reconstruction이 잘 되는지
확인하였다. Reconstruction 척도로는 각 grid의 physical
quantity에 대한 normalized mean square error (NMSE)를
이용하였다. 한편, dimensionality reduction method를 통
해추출된 feature에대한 regression error도측정하였는데,
이것은 leave-one-out cross validation (LOOCV)을 이용하
였다. LOOCV는한점을제외한나머지데이터로model을
학습시킨뒤,제외한한점과예측결과를비교하여 model
을검증하는방법이다.

4. Results and Discussion
본 section에서는 앞서 설정한 두 benchmark problem

에 대하여 linear/nonlinear based dimensionality reduction
technique을 비교할 것이다.비교는 각 방법들의 recon-
struction/, regression, prediction error에 대하여 이루어질
것이다.

4.1. Reconstruction error

4.1.1 Qualitative analysis

먼저, reconstruction error를 정석적으로 분석하였다.
AE와 POD의 latent variable 수는 5개로 설정하였으며,
train:test의 비율은 9:1로 설정하였다. 먼저, transonic
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airfoil의 경우 충격파가 발생하지 않은 case와 충격파가
발생한 case를대표 case로선정하여 reconstruction결과를
pressure contour로 Fig. 3 and 4에 제시하였다. 좌측부터
ground truth, reconstructed, residual이고 첫번째 줄이 AE
결과,두번째줄이 POD결과이다. Residual은 ground truth
에서 reconstructed데이터를뺀값이다.

두 case 모두 전반적으로 AE가 POD보다 유동장을 잘
reconsturction하고있는것을확인할수있다.특히비선형
성이 강한 transonic regime (Fig. 4)의 경우, 충격파가 발
생하여 압력구배가 급격하게 변하는 부분에서 두 방법의

residual차이가더커지는것을볼수있다.이것은기존에
알려진것처럼 AE가비선형적인 feature를더잘모델링할
수있기때문이라고해석할수있다.
한편, AE가 POD에 비해 전반적으로 유동장을 정확하게
예측하고 있지만, residual 그래프에서 확인할 수 있는 것
처럼 AE에서약간의 noise가생기는것을확인할수있다.
이에 대한 원인은 아직 정확하게 규명하진 못했지만, la-
tent variable의수가늘어날수록이러한현상이더욱두드
러지는것으로보아AE의model capacity와연관된것으로
추정된다.데이터의 smoothness가중요한문제에서 AE를
사용할경우에는 smoothness와관련한추가적인 loss term
을 넣거나 latent variable 수 설정에 주의가 필요할것으로
보인다.// Unsteady cylinder 데이터는 전반적으로 유사한
경향을 보였기 때문에 한 케이스만 선정하여 Fig. 5에 제
시하였다. Reconstruction error는 transonic문제에비하여
10분의 1 수준으로 매우 낮게 나타났다. AE와 POD 모두
nonlinearity가 상대적으로 강한 후류 영역에서 error가 높
게측정되었으며, POD의 error가더높게나타났다.한편,
transonic에서관찰되었던데이터가 noisy하게 reconstruc-
tion되는현상은발견되지않았다.

4.2. Quantitative analysis

정량적인 분석은 training data의 크기와 latent variable
수를 변경시키면서 모델을 학습시키고, test data에 대한
NMSE로 진행하였다. training data의 크기는 [10:20:90],
latent variable수는 [2:2:10]으로설정하였으며,학습에활
용되지않은나머지데이터는 test에활용되었다. AE의경
우 initialization마다조금씩다른결과가나오기때문에같
은 실험을 총 5번 반복하여 중간값을 최종 값으로 설정하
였다. Figure 5은그결과를 log scale로나타낸것이다.
먼저,학습데이터수가상대적으로적은경우 (50개이

하) latent variable 수에 상관 없이 AE보다 POD의 recon-
struction error가더작은것을확인할수있다.학습데이터
수가 70개일때는 latent variable수가적은경우에는AE가,
많은 경우에는 POD의 error가 더 작았으며, 학습 데이터
수가상대적으로많을때는 latent variable수에상관없이
autodencoder의 error가더작았다.

4.3. Regression error

Dimensionality reduction를 통해 추출된 유동장의 fea-
ture는 실제 application에 활용될 수 있다. Aerodynamic
분야에서 일반적으로 사용되는 방법은 이 feature와 input

condition사이의관계를 regression model학습한뒤에 in-
put condition - feature - reconstructed data의 pipeline을만
드는 것이다. 이번 section에서는 POD와 AE를 통해 추출
된 feature가 regression model을 만드는 관점에서는 어떤
특징을 가지는지 분석할 것이다. latent variable의 dimen-
sion은 5로 설정하였으며, regression model로는 Gaussian
process regression (Kriging)을 이용하였다.2 Train data로
부터 추출된 90개의 feature와 그에 대응되는 유동 조건
으로학습을진행하였으며, model evaluation은 leave-one-
out cross validation (LOOCV)방법을이용하였다.결과는
Fig. 8과 9에제시되어있다.
각의 figure의 첫번째 줄은 POD, 두번째 줄은 AE로 추
출된 feature에 대한 LOOCV 결과이다. POD는 dominant
feature가 먼저 뽑히기 때문에 왼쪽이 reconsturction에 더
dominant한영향을주는 model이고, AE는무작위로뽑히
기때문에 5개의 model의영향이동등하다.그래프의 x축
은 regression model을 통해 예측된 값, y축은 실제 값을
의미한다. 즉, 는 sample point들이 전부 y=x 위에 놓이게
되는것이이상적인상황이다.
Transonic airfoil과 cylinder 문제에서 모두 POD가 AE 보
다 regression model이더잘만들어지는일관된경향성을
관찰할 수 있었다. R-squre 값을 통해서도 POD의 feautre
로 만들어진 regression model이 정확한 것을 정량적으로
확인할수있다.이러한현상은 POD와 AE가 feature를추
출하는방식의차이때문에발생하는것으로추정된다.먼
저, POD는 orthogonal basis의 linear combination으로표현
되는 linear space로 data를 projection하는방식으로 feature
를 뽑아낸다. 따라서, 각 feature들의 독립성이 보장되고,
그에 따라 input condition과 feature의 correlation이 잘 보
존되는 것으로 생각된다. 반면, AE는 신경망의 activation
function을 통해 nonlinear manifold에 data를 projection하
기때문에, POD에비해서 regression model의정확도가떨
어지는것으로추정된다.이것은 dimensionality reduction
과 regression성능사이에일종의 trade-off관계가있다는
의미로 생각해볼 수도 있다. 이 부분에 대한 내용은 추후
연구를통해더자세히다루어질수있을것이다.

4.4. Prediction error

마지막으로 AE와 POD의 prediction error를 비교해보
았다.여기에서 prediction이란 regression model을통해서
예측된 feature들을 이용하여 다시 유동장을 reconstruc-
tion한것을의미한다. Regression model은앞서이야기한
것처럼 90개의 training set를 이용하여 학습하였고, 나머
지 10개의 test set3으로 feature를예측후유동장을 recon-
sturction하였다.결과는 table 1에제시되어있다.
먼저, AE의경우 regression model의 error영향때문에 re-
construct error와 prediction error의차이가큰것을확인할
수있다. Transonic Airfoil문제의경우 2.5배, cylinder문제

2Gaussian process은 MLP에비해 model parameter가적기때문에학
습이더안정적인것으로알려져있다.따라서 leave-one-out cross valida-
tion방식의검증에더용이할것으로판단하여 regression model로선정
하였다.

3이 test data는 dimensionality reduction model이나 regression model
을만드는데사용되지않았다.
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Figure 3: Comparison of the reconstruction error between autoencoder and proper orthogonal decomposition; Subsonic
regime

Figure 4: Comparison of the reconstruction error between autoencoder and proper orthogonal decomposition; Transonic
regime
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Figure 5: Comparison of the reconstruction error between autoencoder and proper orthogonal decomposition; Cylinder, Note
that the range of contour map in residual plot is one-tenth that of the transonic case.

Figure 6: Comparison of reconstruction error with respect to the size of dataset and the number of latent variables; Transonic
airfoil
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Figure 7: Comparison of reconstruction error with respect to the size of dataset and the number of latent variables; Cylinder

Figure 8: Comparison of regression error; Transonic airfoil

의경우 1.4배 error가증가했다.반면, POD의경우 recon-
struction error와 prediction error의차이가크지않은것을
확인할 수 있다. 물론, regression error에 따른 성능 감소
를고려하더라도전반적으로 AE가 POD에비해서우수한
성능을 보이고 있다. 그러나 training data의 크기가 AE의

reconstruction error가 가장 낮았던 90개임을 감안하였을
때, 데이터 수가 더 적어지는 경우에는 regression error에
따른 prediction성능감소가더욱커질수있을것이다.
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Figure 9: Comparison of regression error; Cylinder

Problem Autoencoder POD
Error type Reconstruction Prediction Reconstruction Prediction

Transonic Airfoil 1.95E-05 4.82E-05 1.10E-04 1.21E-04
Cylinder 2.52E-07 3.56E-07 3.53E-07 3.86E-07

Table 1: Comparison of regression and prediction error

5. Conclusion

본 프로젝트에서는 transonic airfoil 문제와 cylinder 문
제에서 autoencoder와 proper orthogonal decomposition의
성능을비교해보았다.먼저 reconstruction error의경우정
성적인 수준에서는 autoencoder가 proper orthogonal de-
composition에비하여성능이더우수하였다.그러나일부
case의 경우 결과가 noisy하게 reconstruction되는 현상이
관찰되었다.정량적인수준에서는 dataset의크기와 latent
variable 수에 따라 결과를 비교하였고, dataset의 크기가
reconstruction error에 큰 영향을 미치는 것을 확인할 수
있었다.데이터수가적은경우에는 proper orthogonal de-
composition autoencoder가 비해 reconstruction 성능이 우
수하였고,많은경우에는반대로 autoencoder가더우수하
였다.한편 autoencoder가 proper orthogonal decomposition
통해추출된 feature에대한 regression성능의경우,데이터
수가많은상황에서도 proper orthogonal decomposition의
해추출된 feature가 regression model이더잘만들어졌다.
이러한 경향은 prediction error에 까지 전파되어, autoen-
coder의 reconstruction error과 prediction error의 큰 차이
를만들어냈다.추후연구로는본프로젝트에서확인한 re-
construction noise나 reconstruction/prediction error trade-

off 같은 현상의 원인을 더 다양한 상황에서 분석해볼 수
있을것이다.
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